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Abstract 

We give a general setting for Cramer's large deviations theorem for the empirical 
means X„ of a sequence (X„)„^i of i.i.d. random vectors, which contains Cramer's 
theorem in a Banach space and Sanov's theorem. We define the notion of measurable 
locally convex space in which the variables X„ are indeed measurable. We obtain 
the standard weak large deviations principle for the sequence and, having 

a close look at the notion of convex tension, we prove that the upper bound holds 
for convex sets. Hence we show that the identification between the entropy and 
the opposite of the Fenchel-Legendre transform of the pressure, s = —p* , holds in 
any measurable locally convex space. The proof is based on convex duality and 
monotone convergence and does not resort to the law of large numbers or any other 
limit theorem. We also show that, if jj, is the law of Xi, then dom(s) = cosupp(//). 

Resume 

Nous etablissons un cadre general pour le theoreme de Cramer sur les grandes 
deviations des moyennes empiriques X„ d'une suite {Xn)n^i de vecteurs aleatoires 
i.i.d., cadre qui contient le theoreme de Cramer dans les espaces de Banach separables 
et le theoreme de Sanov. Nous introduisons la notion d'espace vectoriel localement 
convexe mesurable dans lequel les variables X„ sont bien mesurables. On obtient 
le principe de grandes deviations faible classique pour la suite {Xn)n^i ainsi que, 
en examinant finement la notion de convexe-tension, la borne superieure pour les 
convexes. Ainsi, on montre que I'identification entre I'entropie et I'opposee de la 
transformee de Fenchel-Legendre de la pression, s = —p* , est vraie dans tout espace 
vectoriel localement convexe mesurable. La preuve repose sur la dualite convexe et la 
convergence monotone, et ne fait appel ni a la loi des grands nombres ni a un autre 
theoreme- limite. On montre aussi que, notant la loi de Xi, dom(s) — cosupp(/i). 

Remarque : La prochaine version de ce texte sera en langue anglaise. 

1 Introduction 

Etant donne une suite (X„)„^i de variables aleatoires i.i.d. a valeurs dans un espace 
vectoriel, le theoreme de Cramer dit que la suite des mesures empiriques Xn verifie un 
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priiicipe de grandes deviations (PGD) faible. La version originelle de ce theoreme, dans M, 
une fois sa forme generale demontree par Bahadur |Bah71| . a ete rapidement generalise en 
dimension superieure. Le cadre des espaces vectoriels localement convexes a ete introduit 
par [BZ79J et semble le cadre le plus naturel pour la theorie de Cramer. L'objet du present 
texte est, au depart, une exploration de la question de I'identification entre I'entropie s 
de la suite (X„)„^i et I'opposee de la transformee de Fenchel-Legendre de la pression p, 
autrement dit de I'egalite 

s = — p 

et une recherche de contre-exemples. Cela a conduit a definir un cadre, le plus general 
possible, ou la question a un sens : il s'agissait de resoudre les problemes de mesurabilite 
des moyennes empiriques X„, d'une part, et des formes lineaires A sur I'espace, d'autre 
part. Nous ne travaillons plus avec une tribu borelienne. D'ailleurs, dans le cas du theoreme 
de Sanov, la tribu cylindrique n'est pas la tribu borelienne de la topologie faible (ce n'est 
vrai que si I'espace sous-jacent est polonais). Cela nous amene a introduire le concept 
espace vectoriel localement convexe mesurable {e.v.l.c.m.) ou la separabilite assure la 
mesurabilite voulue. La tribu consideree est la « tribu des convexes » (analogue de la tribu 
des boules, dans un espace metrique, et qui pent etre plus petite que la tribu borelienne ; 
cf. [B il68i exemple 1.4.]) qui semble plus naturelle dans la theorie de Cramer : si J- est une 
tribu quelconque, notre definition de I'entropie ne depend que des valeurs de la mesure 
/i, loi de Xi, sur la tribu engendree par les convexes mesurables. 

Nous introduisons la notion de probabilite p portee par un ensemble D : cela revient 
a dire que fi est la loi d'une variable a valeurs dans D. Dire qu'une mesure est portee 
par D est plus fort que de dire que son support supp(/i) est inclus dans D (il existe des 
mesures de probabilite de support vide, et pourtant non portees par le vide). Au depart, 
il s'agit simplement de clarifier un point de |Cer07| chapitre 24] : le PGD faible pour 
une suite de mesures portees par un meme ensemble relativement compact n'assure pas le 
PGD. Au passage, le PGD faible en tribu cylindrique est vide si I'espace est trop gros : par 
exemple, dans R'^, il n'y a pas de mesurable relativement compact car tons les mesurables 
non vides sont non bornes. Pourtant, on s'attend a avoir le PGD si la mesure p est portee 
par une partie D relativement compacte (cas du theoreme de Sanov). C'est pour ce genre 
d'exemples, ou I'argument de sous-aditivite continue a fonctionner, que nous avons rajoute 
les notions de probabilite portee par un ensemble et de borne superieure (BSi, £)) pour 
les ensembles dont I'intersection avec D est relativement compacte. Ces considerations 
s'averent ensuite utiles pour passer de I'egalite s = —p* dans I'espace separable et complet 
C([0, 1];M) a la meme egalite dans tout sous-espace. Or, les theoremes de Banach-Mazur 
et de Mazur-Ulam permettent de voir que tout espace vectoriel norme separable est un 
sous-espace de C([0, 1];K). On en deduit I'egalite s = —p* dans tout e.v.l.c.m., en toute 
generalite. 

Enfin, nous empruntons a |Mor67) I'idee de travailler avec des fonctions a valeurs dans 
[— oo,+cx)]. Dans ce cadre, une fonction convexe est automatiquement propre, ou bien 
constante et egale a ±cx). Cela simplifie la terminologie et evite des verifications de finitude 
(sur les transformees de Fenchel-Legendre) superflues. 

Le deroulement de la preuve est le suivant (et analogue a celui de |CP10| : le lemme sous- 
additif et le principle of the largest term permettent d'etablir le PGD faible. Nous mon- 
trons meme, plus generalement, un lemme de Varadhan compact 16.4.21 Puis, la convexe- 
tension nous permet de passer de la borne superieure pour les compacts (BSt,) a la borne 
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superieure pour les coiivexes (BSc). En cela, nous simplifions la preuve de |BZ79| et nous 
nous passons de I'hypothese additionnelle 6.1.2 (b) de |DZ93) . introduite pour rectifier la 
preuve de |BZ791 appendice, proposition 1]. La demonstration de p = (— s)*, que nous 
donnons avant, n'est qu'un cas particulier du lemme de Varadhan convexe l6.7.1l Meme si 
cela n'apparait pas, car nous donnons une preuve directe de I'egalite p — (— s)*, il s'avere 
que la borne superieure pour les demi-espaces (BS/j) entralne I'egalite p = (— s)* (cela 
apparait dans la preuve de |BZ79| . puis de |Aze80| . et la remarque est faite dans |Cer07[ 
proposition 16.2.]). Ensuite, I'egalite s = —p* decoule de la propriete d'inversion de la 
transformee de Fenchel-Legendre. 

Nous nous interessons enfin a d'autres questions apparaissant naturellement dans la theo- 
rie de Cramer, la premiere d'entre elles etant la description du domaine dom(s) de I'en- 
tropie. L'hypothese de convexe-tension nous suffit a montrer que 

dom(s) = cosupp(/x) 

Ainsi, nous nous passons de I'hypothese de regularite de fBZ79j et approfondissons les 
resultats de |Cer07| (notamment lemme 9.70). Nous nous interessons egalement a I'exis- 
tence de la limite 

lim -log/x„(C) 

pour les convexes mesurables C (c/. |Sla88| pour un bon resume des resultats pour des 
ensembles C non necessairement convexes). Dans les supplements techniques, nous evo- 
quons la question de la separation : elle n'est pas necessaire pour la demonstration, elle 
simplifie les termes employes. En fait, la borne superieure faible est vraie pour des en- 
sembles verifiant une propriete de sous-recouvrement fini par des convexes ouverts : de 
meme que la convexe-regularite s'avere plus pertinente que la regularite, de meme cette 
propriete de sous-recouvrement fini par des convexes ouverts est plus pertinente que la 
propriete de Borel-Lebesgue. Ce genre de question est aussi derriere les problemes qui 
nous ont amenes a introduire I'ensemble D. II est sans doute possible de faire une theo- 
rie de Cramer sans parler de compacts, mais en identifiant des ensembles plus naturels, 
verifiant une propriete convexe de Borel-Lebesgue. 



2 Cadre 

2.1 Entropie et pression 

Solent X un espace vectoriel reel, J- une tribu sur X et t une topologie separee (au sens 
de Hausdorff) sur X. Soit (X„)„^i une suite de variables aleatoires i.i.d. a valeurs dans 
X. On definit ses moyennes empiriques par 
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rj ^ — ^ 



n ^-^ 

k=l 



Jj^ entropie de {X„)n^i est la fonction s : X [— oo,0] definie par 

\/x eX s(x) := inf liminf - logP(X„ G A) 

o 



^Remarquons que la demonstration de |Cer07l lemme 9.8.] suppose la convexe-regularite. 
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Par construction, I'entropie s est la plus grande fonction verifiant la borne inferieure : 
(Bl) pour tout A e T, 

liniinf-logP(X„ G A) ^ sup s 

n^oo Tl o 

A 

On dit que (X„)„^i verifie un principe de grandes deviations (PGD) si la borne superieure 
suivante est verifiee : 

(BS) pour tout A e J^, 

limsup — logP(X„ G ^) ^ sups 

De maniere generale, (BS) n'est pas verifiee pour tons les mesurables. Si V designe un 
ensemble de parties mesurables de X, on definit la version restreinte de la borne superieure 
suivante : 

(BS-p) pour tout AeV, 

limsup — logP(X„ e A) ^ sups 

En particulier, si D est une partie de X, on notera : 

(BS^ £i) pour tout K G te\ que K O D soit relativement compact, 

limsup — logP(X„ <E K) ^ sup s 

{BSc.d) pour tout C G J-" tel que C D D soit convexe, 

limsup — logP(X„ G C) < sup s 

Si (Xn)ri^i verifie (BSti.jf), on dit que (X„)„;^i verifie un principe de grandes deviations 
faible (PGD faible). L'objectif principal de ce texte est de donner un cadre general simple 
pour avoir un PGD faible et une expression simple de I'entropie en fonction de la loi de 
Xi. Explicitons ce dernier point. Notons X* le dual topologique de X. La pression de 
{Xn)n^i est I'application p : X* — s- [— cxd, +oo] definie par 

VAgX* ]5(A) ~ logE(e<^l-^i>) 

Dans notre cadre, I'entropie est I'opposee de la fonction convexe-conjuguee (aussi appelee 
transformee de Fenchel-Legendre) de la pression et a done pour expression 

-p*{x) sup {{X\x)-p{X)) 

On notera que les definitions memes de s et de p posent un probleme de mesurabilite. 
Le cadre general que nous proposons ci-apres resout ce probleme. Nous ne savons pas si 
ce cadre contient le cadre de |BZ79) et de |Cer07| (qui prennent la mesurabilite comme 
hypothese), en tout cas il est explicite et plus general que leurs applications (aux espaces 
de Banach separables, aux espaces polonais, ou au theoreme de Sanov en r-topologie et 
tribu cylindrique) . 
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2.2 Espaces vectoriels localement convexes mesurables 

Soit X un espace vectoriel reel. On se propose de munir X d'une topologie et d'une 
tribu de sorte que I'entropie et la pression soient definies pour toute suite de variables 
i.i.d. donnee sur X . S\ C est un convexe de X contenant 0, sa jauge (ou fonctionnelle de 
Minkowski) est I'application Mc : X [Q, +00] definie par 

Va; e X Mc{x) = ini{t ^ 0; x £ tC} 

La proposition suivante relie les proprietes topologiques d'un ouvert convexe a ses pro- 
prietes algebriques intrinseques. 

Propriete 2.2.1. Soient {X,t) un espace vectoriel topologique reel et C un voisinage 
convexe de 0. Alors Mc est finie partout et 

C = {x e X;Mc{x) <1} et C = {a; S X; Mc(x) ^ 1} 

Pour la preuve, on renvoie par exemple a |Bou811 11.21]. Pour les deux egalites, on pent 
utiliser la continuite de Mc pour montrer que Mc = Mc = Mc- Cette proposition justifie 
la definition suivante : un convexe C de X est un convexe interne si sa jauge Mc est finie 
partout et si 

C ^ {x e X;Mc{x) <!} 

La notion de convexe interne est centrale dans cet article : elle fait le lien entre la struc- 
ture topologique, I'outil « jauge » qui permet de mener eSicacement les calculs, et sur- 
tout le lemme sous-additif qui permet de definir I'entropie. Si C est un convexe interne, 
{tC ; t e M*} est un systeme de voisinages de pour une topologie localement convexe 
(non necessairement separee) tc sur X (cf. |Bou81[ IL25]) : on dira que tc est la to- 
pologie localement convexe engendree par C. On dit qu'un convexe C est symetrique si 
C = ~C. On se donne maintenant une famille Co de convexes de X verifiant les trois 
axiomes suivants : 

(EVLCMi) pour tout C e Cq, C est un convexe interne symetriqu^ et la topologie loca- 
lement convexe tc engendree par C est separable ; 

(EVLCM2) Co est stable par intersection finie et par dilatation de rapport non nul; 
(EVLCM3) L 'intersection des elements de Cq est reduite a {0}. 

Alors Co est un systeme fondamental de voisinages de pour une topologie localement 
convexe separe^l r sur X (cf. |Bou81[ n.25]). Pour ce qui est de la tribu, notons, pour 
tout X ^ X, 

C^^{x + C;C eCo} 
un systeme fondamental de voisinages convexes ouverts de x. On definit 

:F = a([jc)l 

\xex I 

■^L'hypothese symetrique n'est pas fondamentale, mais on peut toujours s'y ramener, quitte a remplacer 
les C G Co par CD (-C). 

^C'est I'axiome (EVLCM3) qui assure la separation. L'hypothese n'est pas necessaire (cf. Supplements 
techniques) mais nous la faisons pour deux raisons. La premiere d'ordre culturel : pour certains auteurs, 
la separation fait partie des axiomes d'une topologie d'espace vectoriel topologique. La seconde d'ordre 
pratique : nous jugeons plus clair de manipuler des compacts que des quasi-compacts. 
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On dira alors que le quadruplet {X,Co, J-,t) est un espace vectoriel localement convexe 
mesurable (e.v.Lc.m.). On notera que Cq est un systeme fondamental de voisinages de 
convexes, symetriques, mesurables et ouverts ; et ils verifient done la propriete ci-dessus. 
On dira que (X, Cq,-^, t) est I'e.v.l.c.m. associe a Cq. Deux remarques pour finir ce pa- 
ragraphe. La premiere : la topologie r n'est pas necessairement separable : par exemple, 
X = muni de la topologie produit n'est pas separable et pent etre obtenu avec la 
construction ci-dessus. La seconde : en pratique, on se donne une famille Co verifiant 
(EVLCMi) et (EVLCM3) et on construit Cq en ajoutant a Co les dilates de rapports non 
nuls des elements de Co, puis les intersections finies des ensembles obtenus. On verifie alors 
que Co est bien stable par dilatation de rapport non nul et que tout element de Co est un 
convexe interne symetrique engendrant une topologie localement convexe separable. 



2.3 Suites de Cramer et probabilites portees par une partie 

Solent {X,Co,J-,t) un e.v.Lc.m. et /i une mesure de probabilite sur J-. Soit (X„)„^i une 
suite de variables independantes et de meme 

loi/ifl- 

Pour tout n ^ 1 , on note ^„ la mesure 
image de /i®" par I'application mesurable (cf. Questions de mesurabilite) 



1 " 



X 

n 

fe=i 



autrement dit la loi de la moyenne empirique 



I 

Xn — — / ^ X]~ 

fe=i 

On dira que (/i„)„^i est la suite de Cramer associee a fi. Si D est une partie de X, on 
dira que n est portee par D si, pour tout {A, B) G J^^, 

Af\D ^ Br\D ^ ^i(A) = ^l{B) 

Dans ce cas, /i est la loi d'une variable aleatoire Xi a valeurs dans D : il sufRt de considerer 
I'inclusion 

Xi:{D,F\D.tJ^\D)'^{X,T) 

ou J^\d = {AnD; a & T} et ijl\d{A fl D) = //(A) pour tout A e F : \e fait que soit 
portee par D justifie la definition de la probabilite h\d) appelee probabilite trace de fi sur 
D. Reciproquement, si fio est une probabilite sur J-"|_d, on pent definir une mesure jj, sur 
J- par 

VAeJ" n{A) ^ noiADD) 

Alors, n est une probabilite portee par D. En outre, si /x est portee par D, alors on pent 
choisir la suite a valeurs dans D : il suffit de considerer I'inclusion 

{XnU, : (D''',{T\Dr''',{^^\Dr''') ^ {X''',T^''') 



*L'existence d'une telle suite est assuree, en toute generalite, par un resultat enonce par Lomnicki et 
Ulam ILU34I dont la premiere demonstration est due a von Neumann lvN35l . II n'y a done pas besoin du 
theoreme d'extension de Kolmogorov dans le cas precis des mesures produits. On renvoie a la bibliographie 
de |SAJ48| pour plus de details. 
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Ainsi, si D est convexe, X„ est egalement a valeurs dans D. A chaque fois qu'on conside- 

rera unc probabilite fi portee par une partie convexe D de X, les variables aleatoires X„ 
associees seront toutes supposees a valeurs dans D. 

3 Theorie de Cramer 

3.1 Enonce des resultats principaux 

Solent {X.Cq. T,t) un e.v.l.c.m., /i une mesiuc de probabilite sur X et (/ti„)„^i la suite 
de Cramer associee a /x. On rappcllc la notation 

C^ = {x + C;C gCo} 

Le fait que Cx soit un systeme fondamental de voisinages de x montre que I'entropie (qui 
est bien definie ainsi ; cf. Questions de mesurabilite) a pour expression 

yxeX s(x) = inf liminf - logP(X„ e C) 

La pression est egalement bien definie (cf. Questions de mesurabilite) et sa fonction 
convexe-conjuguee a pour expression 

Va; e X p*(a;) := sup f (A|a;) - logE(e^^l^i>)') 

On definit le support de [i par 

supp(At) = {a; e X ; VC e Cc, \i{C) > 0} 

et on note cosupp(/i) I'enveloppe fermee convexe du support de jj, i.e. I'intersection de 
tous les ensembles convexes fermes contenant supp(/x). Si D est une partie de X et u une 
probabilite sur X portee par D, on note z^j/j la probabilite trace de u sur D. On definit 
enfin, pour / ; X — ^ [— OO; +oo], le domainc dc / par 

dom(/) = {xeX; f{x) e R} 

Theoreme 3.1.1. Soient {X,Co, T,t) un e.v.l.c.m., D une partie convexe de X et fi une 
probabilite sur X portee par D. Soit (/x„)„^i la suite de Cramer associee a ji. Alors 

• la suite {nn)n^i verifie (BS^^d) / en particulier, (/Lt„)„^i et (/in|r>)n^i verifient un PGD 

faible ; et, si D est relativement compact, (/in)nj!i et (/in verifient un PGD ; 

• le domaine de s et I'enveloppe convexe fermee du support de jj sont contenus dans 
I' adherence de D, i.e. 

dom(s) C et cosupp(/ti) C D 

• I'entropie est egale a I'opposee de la convexe-conjuguee de la pression, i.e. 

s = —p 
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La preuve des deux premiers points repose sur les arguments generaux de grandes de- 
viations. L 'amelioration principale a ce sujet, par rapport aux textes classiques, est la 
resolution des problemes de mesurabilite. Quant a I'egalite s = —p* vraie en toute ge- 
neralite, elle repose sur la notion de convexe-tension relativement a des topologies bien 
choisies sur X. Si D est une partie de X et ^ une probabilite sur X, on dit que /x est 
convexe-tendue sur D s'il existe une suite (ii'm)»nS!i de parties mesurables de X telle que, 
pour tout m ^ 1, K„i n D soit convexe et relativement compact et verifiant 

lim fi{Km) = 1 

m— f oo 

Si la mesure fi est elle-meme convexe-tendue, on a de plus les resultats suivants : 

Theoreme 3.1.2. Soient {X,Cq,J-,t) un e.v.l.c.m., D une partie convexe de X et fi une 
probabilite sur X portee par D. Soit {fJ.n)n^i lo, suite de Cramer associee a fi. Si fi est 
convexe-tendue sur D , alors 

• la suite (/i,i)„^i verifie (BSc,_d) ; 

• Vadherence du domaine de s est Venveloppe convexe fermee du support de pi, i.e. 

dom(s) — cosupp(/i) 

La convexe-tension s'avere etre un outil pertinent pour passer de la borne superieure pour 
les convexes compacts a la borne superieure pour les convexes. En particulier, les demi- 
espaces ouverts verifient la borne superieure, ce qui entraine I'egalite p = (— s)*. Puis, 
I'egalite duale s = —p* decoule du theoreme de Hahn-Banach dans I'espace vectoriel 
localement convexe (X, r). La notion de convexe-tension a deja ete introduite par |BZ79| 
et reprise par |Cer07| . mais nous avons simplifie notablement son utilisation (cf. partie 
sur la convexe-tension). 

Remarque : Voici un exemple ou s = —p* alors que /i n'est pas convexe-tendue elle- 
meme. Sur X = muni de la tribu cylindrique et de la topologie produit, le premier 
theoreme assure I'egalite s = —p*. Toutefois, si fi designe la mesure image de la mesure 
de Lebesgue par I'application x G [0, 1] M> l[x,x+i]^ A* n'est pas convexe-tendue. 

3.2 Exemples d'applications 

Voici les cas les plus importants de la theorie de Cramer que contient ce nouveau cadre : 

• Theoreme de Cramer dans un espace de Banach separable : Soient {X, r) un 
espace de Banach separable, B sa boule unite ouverte, Cq = {B} (cf. la section introduisant 
les e.v.l.c.m.) et {X,Co, J^,t) I'e.v.l.c.m. associe. Dans ce cas, Cq est I'ensemble des boules 
ouvertes de X centrees en et la tribu borelienne sur X. Alors, toute suite i.i.d. (X„)„^i 
sur X verifie le PGD faible et I'egalite s = —p*- En outre, toute mesure de probabilite 
sur X est convexe-tendue (cf. convexe-tension). Done, on a la borne superieure pour tous 
les convexes. 

• Theoreme de Cramer en topologie faible : Soient X et Y deux espaces en dualite, 
Co (cf. la section introduisant les e.v.l.c.m.) I'ensemble des bandes ouvertes de la forme 
{|(?/|-)| < 1} pour y € Y et (X,Co, J-,t) I'e.v.l.c.m. associe. Dans ce cas, t — a{X;Y) 
est la topologie faible sur X, et T est la tribu cylindrique sur X. Alors, toute suite de 
Cramer (/i„)„5.i sur X verifie un PGD faible et I'egalite s = —p*. 
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• Theoreme de Sanov : Cas particulier du point precedent, si {E,£) est un espace 

mcsurablc, soicnt Y I'espacc vectorial des fonctions mcsurables bornees de (i?, £) dans 
(M, S(R)), muni de la norme || • ||oo, et X = Y* . Alors, X et y sont en dualite et 
I'ensemble des mesures de probabilite sur {E,£), note Mf{E), est un sous-ensemble 
convexe de X. Toute suite i.i.d. (M„)„^i de mesures de probabilite sur {E,£) verifie 
done un PGD faible dans X d'entropie s = —p*. La suite (M„)„^i verifie egalement un 
PGD faible dans A^^(-B) relativement a la r-topologie, trace de r sur A4i{E). De plus, 
comme Mf{E) est relativement compact, (M„)„^i verifie un PGD. 

4 Retour sur les hypotheses et complements 

4.1 E.v.l.c.m. : definition equivalente 

Solent X un espace vectoriel reel et 

un systeme projectif d'espaces vectoriels normes separables, autrement dit une famille 
telle que 

(PROJi) les indices i et j decrivent un ensemble (J, <) preordonne filtrant a droite ; 

(PROJ2) pour tout i G J, Ni est un espace vectoriel norme separable, /, une application 
lincaire de X dans Ni et, pour tout G tel que i ^ j, fij est une application 

lineairc continue de Nj dans Ni ; 

(PROJ3) pour tout k) e J'^ tel que i ^ 7 ^ k, on a fa = idNi, 

fi = fij ° fj et fik = fij O fjk 

On note, pour tout i G J, Bi la boule unite ouverte de N^. On verifie alors que 

Co = {fr\tiBi) ■,iGJ,ti G]0, +oo[} 

satisfait aux trois axiomes (EVLCMi), (EVLCM2) et (EVLCM3). De plus, on verifie que, 

si {X,Co,T,t) est I'e.v.l.c.m. associe a Co, alors t (resp. T) est la topologie (resp. tribu) 
initiale pour la famille {Ni,fi)i^j. En effet, la topologie initiale est definie ainsi. Quant 
a la tribu, pour tout i G /, si Bi designe la tribu borelienne de Ni, etant donne que 
Ni est norme et separable, Bi est la tribu engendree par les tBi + u, pour t > et 
u S Ni. Avec cette approche, on pourra dire que {X,Co,J-,t) est I'e.v.l.c.m. associe au 
systeme projectif ^ . Reciproquement, si {X,Co,J^,t) est un e.v.l.c.m., pour tout C G Co, 
on pent definir Nc = X/{x G X ; Mc{x) = 0} I'espace separe associe a {X,Mc) et 
fc la surjection canonique : Nc est un espace vectoriel norme et separable. De plus, si 
B c C, Nc s'injecte canoniquement dans Nb ■ on note fcB I'injection associee. Alors, 
X = {Nc, fc, fcB)BcC est un systeme projectif d'espaces vectoriels normes separables 
et {X,Co,J^,t) est I'e.v.l.c.m. associe a X. 

Remarque : L'analogue d'une famille Co serait une structure initiale d'espace vectoriels 
normes separables. A partir d'une telle famille d'espaces, il est facile de construire un 
systeme projectif definissant les memes topologie et tribu sur X. 
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Remarque : On peut egalement definir la notion de systeme projectif d'e.v.l.c.m. avec 
des applications lineaires mesurables. II s'avere que la limite projective d'un tel systeme 
projectif est encore un e.v.l.c.m. 



4.2 Convexe-tension 

Dans cette section, nous donnons quelques proprietes de la convexe-tension. Soient X un 
espace vectoriel reel, J- une tribu sur X, r une topologie separee sur X, une probabilite 
sur X et D une partie convexe de X . On dit que /i est convexe-tendue sur D s'il existe 
une suite {Km)m^i de parties mesurables de X telle que, pour tout m ^ 1, Km H D soit 
un convexe relativement compact et verifiant 

lim fl{Krn) = 1 

Si A est une partie de X , on dit que A est convexe (resp. relativement compacte) sur D 
si AnD est convexe (resp. relativement compacte). Ici, pour tout to ^ 1, Km est convexe 
sur D et relativement compact sur D. Consequence immediate de la convexe-tension : 
pour tout C Cz J- convexe sur D et pour tout m ^ 1 , Km H C est mesurable, convexe sur 
D, relativement compact sur D et inclus dans C et on a 

lim fi{Km nC) = ^i{C) 

m— f oo 

Mentionnons une autre notion introduite dans |BZ79| : on dit que ^ est convexe-reguliere 
sur D si, pour tout C a JF convexe ouvert, il existe une suite [Krn)m^\ de parties mesu- 
rables de X, convexes sur D et relativement compactes sur D telle que, pour tout m ^ 1, 
Km C C, et verifiant 

lim y.(Km) = p^{C) 

m— >oo 

Void le lien entre les deux notions : 

Proposition 4.2.1. Soient (X^t) un espace vectoriel localement convexe separe, T une 
tribu sur X stable par translation et dilatation de rapport non nul, fi une mesure de 
probabilite sur X et D une partie convexe de X. Alors jjl est convexe-reguliere sur D si et 
seulement si pL est convexe-tendue sur D . 

Remarque : Ce resultat permet de clarifier un point de I'annexe de |BZ79| . Et, par 

la meme occasion, d'alleger I'hypothese (C) introduite par [DS89] en reponse a cette 
imprecision, et reprise dans les textes suivants, notamment [E)Z93, 6.1.2. (b)]. 

Demonstration : L'implication directe est immediate. Pour la reciproque, soit C ^ T 
convexe ouvert. Comme T est invariante par translation, on peut supposer que G C. 
Etant donne que T est stable par dilatation de rapport non nul, la propriete 12.2.11 permet 
d'ecrire : 

C = {x e X; Mc[x) 1} = Pi {x e X; Mc(x) <r}^[\rC 

r>l r>l 

Aussi C est-il mesurable, de meme que ses dilates de rapports non nuls. Definissons, pour 
tout m ^ 1, 

Cm = ( 1 ^-—\ C 

rti + \ I 
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de sorte que Cm C C et ^{Cm) l^{C). Soit {Km)m^i une suite de parties de X 
mesurables, convexes sur D et relativement compactes sur D telle que n{Km) 1- Alors, 
pour tout m ^ 1, Cm H Km est mesurable, convexe sur D, relativement compact sur D, 
d'adherence incluse dans C et verifie 

fi{Cm n Km) > /i(Cm) ^ (l - ^Km)) ^ M(C) □ 

Soient maintenant (X, Co, t) un e.v.l.c.m., D une partie convexe de X, fi une probabilite 
sur X portee par D et (/i„)n^i la suite de Cramer associee a /i. Si /i est convexe-tendue 
sur D et si (-f^m)™^! est une suite de parties mesurables, convexes sur D et relativement 
compactes sur D telle que fj,{Km) — ^ 1, alors, pour tout n ^ 1, fin{Km) ^ 1 ■ done les 
Un sont toutes convexes-tendues sur D (au passage, la suite {Km)m^i est commune aux 
/Li„). En efFet, si n ^ 1, on a : 

finiKm) = e Km) > P(Xi £ ; . . . ; X„ g = ^(X™)" ^ 1 

Cette remarque permet de simplifier les hypotheses de |Cer07l chapitre 9]. On dit qu'un 
e.v.l.c. {X, t) est un espace de Frechet s'il est complet et si admet un systeme fondamen- 
tale de voisinages denombrable (cette seconde condition est equivalente a la metrisabilite) . 

Proposition 4.2.2. Si {X, t) est un espace de Frechet separable et J- sa tribu horelienne, 
alors toute probabilite sur X est convexe-tendue sur X . 

Les deux arguments de la preuve sont les suivants : toute probabilite sur X est tendue (cf. 
|Bil68|, theoreme 1.3.]) et I'enveloppe convexe fermee d'un compact de X est compacte, 
d'apres le theoreme de Krein (cf. [Bou81, IV.37]). En particulier, le resultat est vrai sur 
un espace de Banach separable muni de sa tribu borelienne. 

5 Questions de mesurabilite 

La separabilite (on plutot la seconde denombrabilite) est le nerf de la mesurabilite. Le 
but de cette partie est de montrer que les fonctions s et p sont bien definies, sur X et 
X* respectivement. Si (X, Cq,-^, t) est un e.v.l.c.m. et (X„)„^i une suite de variables 
aleatoires a valeurs dans X , pour pouvoir definir I'entropie, on souhaite que les fonctions 
Xn soient des variables aleatoires. Etant donne que J- est stable par dilatation de rapport 
non nul, la mesurabilite requise est consequence de la mesurabilite de I'addition vectorielle. 
Pour ce qui est de la pression, il s'agit de verifier que toute forme lineaire continue est 
mesurables. Nous proposons deux demonstrations de ces deux resultats, correspondant 
aux deux definitions equivalentes des e.v.l.c.m. 

5.1 Version convexes internes 

Proposition 5.1.1. Soit {X,Co, J',t) un e.v.l.c.m. L'addition vectorielle 

{x,y) e {X^,T^^)^x + ye{X,T) 

est mesurable. 
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Demonstration : II sufSt de verifier que, pour tout C G Co, 

Soit C e Co- Soit Q une partie de X denombrable et dense pour la topologie localement 
convexe tc engendree par C. Montrons que 

reQn]0,2[ 

Pour rinclusion c, soit {x,y) G X'^ tel que x + y G C. Notons a = Mc{x + y) < 1. Soit 
r G Qn]0, (1 — a)/2[. L'ouvert non vide x + rC contient alors un point u de Q. Et on a 

Mc{x — u) < r (car C est symetrique) et 

Mc{v + u) ^ Mc{y + x) + Mc{u -x)<a + r<l-r 
Pour I'inclusion D, on note que, pour tout {x,y,u) G X^, 

Mc{x + y) < Mc{x -u) + Mc{y + u) 
d'ou le resultat en choisissant convenablement u G Q. □ 

Lemme 5.1.2. Soit X un espace vectoriel. Soient B et C deux convexes internes de X. 
Si B cC et si la topologie localement convexe tb engendree par B est separable, alors C 
s'ecrit comme reunion denombrable de translates et de dilates de rapports non nuls de B. 

Demonstration : Soit Q une partie de X denombrable et dense relativement a tb- 
Montrons que 

C C U u + rB 

u+rBcC 

I'autre inclusion etant immediate. Soit x G C. Comme C est interne, Mc{x) < 1 et 
il existe r e Q+ tel que < r < 1 — Mc{x) ; ainsi x + vB C C. L'ouvert non vide 
X + ^{rB n {—rB)) relativement a tb contient un point u de Q. On a alors 

uGx-^B et u+^Bcx + rBcC 

d'ou 

X Gu + ^B cC □ 

Proposition 5.1.3. Soit {X,Cq,T,t) un e.v.l.c.m. Toute forme lineaire continue sur X 
est mesurable. 

Demonstration : Soit A G X* . Soit H\ le demi-espace ouvert {x G X\ {\\x) < 1}. 
Comme H\ est un voisinage de 0, il existe C G Co tel que C C Hx. Le lemme precedent 
montre alors que Hx est reunion denombrable de translates et dilates de rapports non 
nuls de C, done est mesurable. Comme est stable par translation, A est mesurable. □ 
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5.2 Version systeme projectif 

Proposition 5.2.1. Soit {X,Co,J^,t) un e.v.l.c.m. L'addition vectorielle 
est mesurable. 

Demonstration : Supposons que {X, Cq, T, t) soit re.v.l.c.m. associe au systeme projectif 
X = {Ni, fi, fij).^j. II suffit de montrer que, pour tout i € I, I'application composee 

M- + -) 

est mesurable. Cette application apparait comme le chemin du haut du schema commu- 
tatif 

i i 

{M^),My)) e {Nf,Bf^) h{x) + e (iv„ B,) 

Or, le chemin du has est mesurable : la fleche verticale est un produit d'applications 
mesurables, et la fleche horizontale, addition vectorielle dans I'espace a base denombrable 

Ni, est continue, done mesurable. □ 

Proposition 5.2.2. Soit {X,Cq,T,t) un e.v.l.c.m. Toute forme lineaire continue sur X 
est mesurable. 

Demonstration : Supposons que {X, Cq,T, t) soit I'e.v.l.c.m. associe au systeme projectif 
X = (^Ni, fi, fij\^-. II s'agit simplement de voir que 

X* ={\ofi-iGJ,Xi&N*} 

Soit A e X*. Comme A est continue, il existe C gCq tel que 

Cc{xeX- {X\x) < 1} 

Ecrivons C sous la forme f^^{tiBi). On voit alors que 

yxex fi{x) = o^{x\x)=o 

En efli'et, si (A|x) 0, il existe t e K tel que (A|te) > 1, done fi{tx) ^ fjSj, d'ou fi{x) ^ 0. 
On en deduit que Ton peut passer au quotient dans 

x€X — )■ {X\x) G M 

\ ^ 
fi{x) G Ni 

et I'application quotient est une forme lineaire continue sur Ni. □ 

6 Demonstration des resultats principaux 

Tout au long de cette partie, {X,Co,J^,t) designe un e.v.l.c.m. et, pour tout x £ X, 

C^ = {x + C;C eCo} 

est un systeme fondamental de voisinages de x ouverts, convexes et mesurables. On se 
donne aussi D une partie convexe de X, n une probabilite sur X portee par D et 
la suite de Cramer associee a fi. 
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6.1 Borne inferieure 

Nous avons vu que I'entropie s definie par 

\/xeX s(x)= inf liminf - logP(X„ G C) 
ceCx n^oo n ' 

est la plus grande fonction verifiant la borne inferieure (Bl). Montrons un resultat un peu 
plus fort. On etend I'addition a [— cjo, +oo] via 

—00 + (+00) = —00 

Do plus, si / : X — )• [—00, +00], on dit que / est semi-continue inferieurement si, pour 
tout t S [—00, +00], I'ensemble 

{xGX; fix) > t} 

est un ouvert de X. On note /, la regularisee semi-continue inferieurement de /, autrement 
dit la plus grande fonction somi-continue inferieurement qui soit inferieure a /. 

Theoreme 6.1.1 (Varadhan ouvert). Pour toute fonction / : X — >■ [—00, +00] mesurable, 

liminf - logEfe"/^^'')) > sup(/. + s) 

Demonstration : Soit f : X [—00, +00] mesurable. Soient a; € X, 5 > et M > 0. 
Par definition de /,, il existe C G Cj, tel que, pour tout y G C, 

/(y) >min(/.(a;)-^,M) 

On a alors, pour tout n ^ 1 : 

ilogEfe"/(^")) ^ ilogEfe"/(^")% 
n \ ) n \ ^^^^ 

> min {f,{x) - <5, M) + ^ logP(X„ e C) 
Prenant la limite inferieure en n, il vient 

liminf - logEf e"^(^")') ^ min (fAx) - 5, M) + six) 

n->-oo n \ / 

On conclut en faisant tendre 5 vers et M vers +00, puis en prenant le supremum en 

xex. □ 

En particulier, si / : X — > M est mesurable et ^ G J^, le resultat precedent applique a 
f — 5a (ou 5a = +oo1x\a) donne 

liminf ilogEfe"^(^"h^ ^sup(/. + s) 

A 

que Ton peut voir comme une borne inferieure generalisee. D'autre part, on rappelle que 
la pression est definie (et bien definie ; cf. Questions de mesurabilite) par 

VA e X* p{X) := logE(e<^l^i>) 
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Corollaire 6.1.2. On a I'inegaUte 

VXeX* VxeX p(A) - s{x) ^ {X\x) 
Demonstration : Soit A G X*. II suffit de remarquer que 

p{X) = liminf - logE(e<^l^"M 

n— >oo n 

et d'appliquer le theoreme precedent (|6.1.ip a la foiictioii mesurable et continue / = A. □ 
Remarque : On obtient aussi I'inegalite equivalente 

yx€X s{x) < inf (p(A) - (A|a;)) = -p*ix) 

Notons que notre demonstration fait bien apparaitre que I'inegalite p ^ (et s ^ ~P*) 

est une borne inferieure. La demonstration classique de ce point utilise I'inegalite de 
Tchebychev. Nous la reproduisons ici. Soient A G X* et x ^ X. Definissons, pour e > 0, 
le demi-espace ouvert (mesurable) 

H = {yeX;{X\y)>{X\x)-e} 

Si n ^ 1, I'inegalite de Tchebychev donne 

- logP(X„ eH) = - logP(n(A|X„) - nlXlx) + ne > O) 
n n 

- logEfexp (nlXlXn) - nlXlx) + ne)] = p(X) - (Xlx) + e 
n 

car, pour tout n > 1, E(exp(A|nX„)) = E(exp(A|Xi))". Etant donne que H G Cx, en 
prenant le supremum en n ^ 1, on obtient s{x) ^ — (M^) + £• Puis, passant a 
I'infimum en e > 0, il vient 

p(A) - s{x) ^ {X\x) 

6.2 Lemme sous-additif 

Lemme 6.2.1. Soit (w(^i))„>]^ wne suite a valeurs dans [0,+oo]. On suppose que 
(SA) u est sous -additive, i.e. 

Vm, n ^ 1 u{m + rt) ^ u(m) + u{n) 

Alors, 

n— s-oo n n^l n 

Demonstration : Par sous-additivite, pour tons c?. m ^ 1, 

u{dm) ^ u{m) 
dm ^ m 
En faisant tendre d vers oo, on obtient 

u(n) . u{dm) u{m) 
iim mt ^ lim mt — ^ 

n-s-oo n d^oo dm m 

d'oii le resultat en passant a I'infimum en to ^ 1. □ 
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Lemme 6.2.2. Soit (u{n))^^^ une suite a valeurs dans [0,+oo]. On suppose que 

(SA) u est sous-additive ; 

(C) u est controlee, i.e. il existe N ^ 1 tel que 

Vn ^ N u{n) < +00 
Alors, la suite (u{n)/n) ^^^-^ converge vers 

Demonstration : Soient n ^ m ^ N . La, division euclidienne de n par m s'ecrit n = 
mq + r avec q ^ 1 et r £ {0, . . . , m — 1} ; ainsi, la sous-additivite permet d'ecrire 

u{n) = u{mq + r) = u(rn{q — 1) + ni + r) ^ ((? l)u{m) + u{m + r) 

puis 

uin) u(m) 1 , .. 

— ^ ^ — i — - + - max u{m + i) 

n m n o^i<m 

D'ou, comme u est controlee, en faisant tendre n, puis m vers 00, on obtient 

w(rn) 

lim sup ^ lim mt 

n^oo n m-i-oo m 

autrement dit la suite {u{n)/n^^^^ converge. D'apres le lemme 15.2. 11 sa limite est 

inf ^ □ 

n^l n 

On etend I'addition a [—00, +00] via 

— 00 + ( + 00) = +CX) 

Soit f : X [—00, +cxi]. On dit que / est concave sur D si 

Wix,y)eD^ VaG[0,l] fiax+{l-a)y)^af{x) + {l-a)fiy) 

Si A est une partie de X, on dit que A est convexe (resp. relativement compacte) sur 
D si A n D est convexe (resp. relativement compacte). La proposition suivante relie la 
convexite et la sous-additivite : 

Proposition 6.2.3. Pour toute fonction mesurable / : X — > [—00, +00] concave sur D, 
lim sup - logEfe"^(^")) = sup - logEf e"^^-^")) 

Demonstration : Soit f : X ^ [—00, +00] mesurable et concave sur D. On verifie que 
la suite de terme general 

u{n) ^ -logE(e"^(-^")) 
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est sous-additive. Soient m,n ^ 1. Comme / est concave sur D et la suite 
i.i.d., on a : 

On conclut a I'aide du lemme [S.2.1l □ 
Proposition 6.2.4. Pour tout C ^ J- convexe sur D, 

lim sup - logP(X„ e C) = sup - logP(X„ e C) 

Si, de plus, C est le translate d'un convexe interne (en particulier si C est un convexe 
ouvert), alors 

lim - logP(X„ e C) = sup - logP(X„ e C) 

n->oo n n 

Demonstration : Soit C € T convexe sur D. Pour le premier point, il suffit d'appliquer 
le lemme precedent a la fonction —5c mesurable et concave sur D. Supposons maintenant 
qu'il existe x 6 X tel que C — x soit interne. Pour simplifier les notations, on se ramene 
au cas ou x = 0. Ou bien uln) — +oo pour tout n ^ 1 auquel cas on a bien la convergence 
voulue, ou bien il existe m ^ 1 tel que u{m) < +oo. Dans ce cas, nous allons montrer que 
la suite (w(n))n^i est controlee, i.e. verifie (C). On a : 

< P(X„ eC)= ¥{Mc{Xm) < 1) = limP(A/c(X„0 < 1 - e) 
On en deduit qu'il existe e > tel que 

P(Afc(X„0 <l-e) >0 

Soit n ^ 1. Ecrivons la division euclidienne de n par m sous la forme n = mq + r avec 
r € {1, . . . , m}. La convexite et la M+-linearite de Mc permettent de montrer que 

\k=0 \ i=mk+l / j i^mij+l 

Sachant que nijn ^ l/g et que (Xfe)i<5fc^n est i.i.d., on pent ecrire 

/ / m(/c+l) \ 

P(Mc(X„)<l) ^P VA:e{0,...,(?-l}Mc - ^ X, < 1 - e ; 

TIE \ 

Vi e {mq + 1, . . . , n} Mc{Xi) < — 

^ Pi^Mc{X,n) <l-ej Pi^MciXi) < — j 
Comme Mc est finie partout. 



1 = 

t 



lim v(Mc{Xi) < t) 

->+oo V / 
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done il existe t e]0, +oo[ tel que Y{Mc{Xi) < t) > 0. Alors, 

Vn ^ ^ P(X„ eC)^ P(Afc(X„) < 1 - e) V(Afc(Xi) < t)™ > 

done la suite {u{n))n^i est controlee, et la eonclusion decoule du lemme [6.2.21 □ 

Remarque : En vertu du lemme 16.4. 1[ le premier point de la proposition precedente est 
vrai pour C union finie de parties mesurables eonvexes sur D et le seeond pour C union 
finie de eonvexes internes mesurables. 

6.3 Proprietes de I'entropie 

Proposition 6.3.1. La fonction s : X — > [— oo, 0] definie par 

s{x) = inf sup-logP(Y„ G C) 

est egale a I'entropie de la suite (/i„)n^i. De plus, elle est semi- continue superieurement 
et concave. 

Demonstration : En vertu de la proposition precedente, 

s(x)^ inf lim -logP(X„GC) 

cec^ n^oo n ^ ' 

done s est I'entropie. Montrons la semi-continuite superieure de s. Soient t G R et x G X 
tels que s(x) < t. Par definition de s{x), il existe C G Co tel que 

sup - logP(X„ ex + C) <t 

Alors, pour tout i/ G a; + C, il existe e > tel que y + eC C x + C, et ainsi 

s(y) ^ sup - logP(X„ G + eC) < sup - logP(X„ G a; + C) < i 

n^l n n^l n 

On en deduit que s est semi-continue superieurement. Verifions que s est concave. Soient 
x,y ^ X et z = {x + y)/2. Soit C G C^. Par continuite de I'addition, il existe A G C^, et 
B eCy tels que {A + B)/2c C. Alors 

P(X2„ G C) ^ P(X„ G A)P(X„ G B) 

puis 



lim — logP(X2„ G C) ^ lim — logP(X„ G A) +logP(X„ G B 



Tl— >00 



On en deduit que s{{x + y)/2) ^ {s{x) + s{y))/2. La concavite de s en decoule, sachant 
que s est semi-continue superieurement. □ 
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6.4 Borne superieure faible 

La borne superieure pour les compacts repose sur I'interversion infimum-supremum qui 
fait I'objet du lemme suivant. 

Lemme 6.4.1. Si ('Ui(n))^^^, (ur{n))^.^^ sontr suites a valeurs dans [0,+oo], on 
a I'egalite 

1 1 
lim sup — log Ui (n) = max lim sup — log Ui (n) 

n-Kxi n l^j^r n_).oo n 

2—1 

Demonstration : De I'encadrement (on rappelle que les suites sont positives) 

r 

max Ui(n) < uAn) < r max uAn) 

on deduit que 

1 1 
lim sup — log Ui{n) = lim sup — log max u,(n) 

Puis 

lim sup — log max Ui{n) = lim sup \- log max Ui{k) 

= lim max ( sup ^ log Ui(fc) 
= max lim ( sup — log'Uj(fc) ) 
= max lim sup — log Ui (n) 

La troisieme egalite vient du fait facile a verifier que 

max : [— oo, +00]'' — >■ [—00, +00] 

est continue. □ 

Pour achever la demonstration du PGD faible, on montre un resultat un peu plus fort. 
On etend I'addition a [—00, +00] via 

—00 -j- (+00) = +00 

De plus, si / : X — > [— cx),+(X)], on dit que / est semi- continue superieurement si, pour 
tout t e [—00, +00], I'ensemble 

{xeX;fix)<t} 

est un ouvert de X. On note /* la regularisee semi-continue superieurement de /, au- 
trement dit la plus petite fonction semi-continue superieurement qui soit superieure a 
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Theoreme 6.4.2 (Varadhan compact). Pour toute fonction f : X [—00, +00] mesu- 
rable et pour tout K £ J- relativement compact sur D, 

limsup-logE(e"-''(^"hy ^ sup [/* + s] 



n— >oo 



n 



KnD 



Demonstration : Soient K E T relativement compact sur D, 5 > et AI < 0. Par 
definition de /*, pour tout a; G X, il existe C{x) G Cx tel que, pour tout y G C(a;), 

f{y)^ma^{f'{x)+S,M) 

Par definition de s(x), quitte a reduire un peu C{x), on pent supposer que 

limsup - logP(X„ G C{x)) max {s{x) + S, M) 



Du recouvrement de K Ci D par les C{x) avec x G KnD, on pent extraire un sous- 
recouvrement fini, note {C{xi); i G {l,...,r}}. Pour tout n 1, on a : 



i—1 

< -logV e"'""'^(-^*("-)+*^'''')p(X„ G C{xi)) 

i=l 

Prenant la limite superieure en n et utilisant le lemme 16.4.11 on obtient : 
limsup ilogE(e"-^(^"'ly^g^) ^ max (^max {f {x^) + S, M) + max {{s{x^) + S), M)^ 

^ sup ( max (f'{x) + S, M) + max ((s(x) + 5),M)] 

ce qui donne le resultat attendu, en faisant tendre 6 vers et M vers —00. □ 

Corollaire 6.4.3 (Borne superieure faible). Pour tout K E J- relativement compact sur 
D, ^ 

limsup — logP(X„ £ K) ^ sup s 
n-i-oo n -j^^ 

En particulier, (/in),i^i et (/iri|_D)n^i verifient un PGD faible. 

Demonstration : II suffit d'appliquer le lemme de Varadhan compact 16.4.21 a / = et 
K G relativement compact sur D. □ 

Notons que, si K E T est convexe relativement compact sur D, la proposition 16 . 2 . 41 donne 
la borne non asymptotique 

sup - logP(X„ e K) ^ sup s 
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6.5 Pression et entropie 

Theoreme 6.5.1. On suppose que fi est convexe-tendue sur D. Alors la pression est la 
fonction convexe-conjuguee de I'opposee de I'entropie, i.e. 

VA e X* p{\) = sup ((A|a;) + s{x)) 

Demonstration : L'inegalite p ^ (— s)* ne necessite pas la convexe-tension : elle repose 
sur l'inegalite de Tchebychev. II suffit de passer au supremum en x £ X dans 16.1.21 : 

VA e X* p{\) ^ sup ((A|a;) + s{x)) 

C'est I'autre inegalite qui requiert la convexe-tension de la loi /i de Xi. Soil (i^m)m^i 
une suite de parties mesurables de X, convexes sur D et relativement compacts sur D 
telle que ii{Km) 1- L'idee est de conditionner X„ dans Km- On remarque tout d'abord 
que, pour tout n ^ 1, 

logEfe<^l^i>U,eA-,„) = - logE( exp (n(x -{X, + --- + Xn)))lx,eK,^ ■ ■ ■ Ix„gk„ 



n 



n 



<llogE(e"<^l--.)l^„,,^) 



Or, le lemme de Varadhan compact 16.4.21 donne 

limsupilogE(e"<^l-^">%^g^^^) < sup {{X\x) + s{x)) 

D'oii 



logE(e<^l^i>lxiGX„) sup [{\\x)+s{x)) 



x^X 

Enfin, en faisant tendre m vers oo, le lemme 15.5.21 ci-apres donne 

p{\) ^ sup ((A|a;) + s{x)) □ 

xex 

Lemme 6.5.2. Soit g : X ^ [0, +oo] et (Am) une suite de parties mesurables de X telle 
que fi(Am) — > 1. Alors 

E{g{Xi)lx,eAj ^^g{X,)) 
Demonstration : Soit M > 0. On a 

E(.9(Xi)lxiGA,„) > IE((.9(Xi) A M)lx,eAj > IE(.9(^i) A M) - M(1 - ^(A„0) 
Faisant tendre m vers oo, puis M vers +oo, on obtient le lemme. □ 
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6.6 Transformation de Fenchel-Legendre 

Avant de pouvoir passer a I'egalite duale, il nous faut etablir un resultat classique d'ana- 
lyse convexe. De bonnes references a ce sujet sont |Mor67| et |TR70| . On se donne ici 
simplement {X,t) un espace vectoriel localement convexe. Notons X* son dual topolo- 
gique. Definissons, pour f : X [~oo, +00], sa transformee de Fenchel-Legendre par 

VAgX* r(A):-sup((A|x)-/(A)) 

xex 

La transformee de Fenchel-Legendre de g : X* — ^ [—00, +00] se definit de fagon analogue. 
Etendons I'addition a [~oo, +00] via 

Va G R ±oo + a = ±oo et — 00 + (+C!o) = — 00 

ainsi que la multiplication par un reel via 



Va > a ■ (±00) = ±00 
Va < a ■ (±00) ~ =Fcxo 



et • (±00) = 



On dit que / : X — > [—00, +00] est convexe si 

Wix, v) e X2 Va £ [0, 1] f{ax + (1 - a)y) af{x) + (1 - a)/(y) 

On notera que la seule fonction convexe prenant la valeur —00 est la fonction constante de 
valeur —00. Les fonctions convexes autres que les deux constantes ±cxd sont habituellement 
denommees fonctions convexes propres. On dit que / : X — 5- [— cxd, +cxd] est concave si 
— / est convexe. On dit que q : X ^ [—00, +00] est affine si q est convexe et concave. 
Les fonctions afHnes a valeurs dans [—00, +00] sont alors les fonctions affines habituelles 
a valeurs dans ] — 00, +00 [ et les deux fonctions constantes ±00. Le seul resultat qui nous 
interesse ici est le suivant : 

Proposition 6.6.1. Soit {X,t) un espace vectoriel localement convexe et f : X ^ 
[—00, +00] . Alors 

r = f 

si et seulement si f est convexe et semi- continue inferieurement relativement a la topologie 
faible a{X,X*). 

Remarque : Plus precisement, la transformation de Fenchel-Legendre realise une bijec- 
tion des fonctions convexes (7{X, X*)-s.c.i. sur X sur les fonctions convexes a{X* , X)-s.c.i. 
sur X*, de sorte que, si / est convexe et a{X, X*)-s.c.i., sa transformee de Fenchel- 
Legendre /* prend le nom de fonction convexe- conjuguee de /. 

Demonstration : L'implication directe decoule du fait que, pour toute fonction g : 
X* [— oo,+cxd], la fonction g* est convexe et a{X,X*)-s.c.\. Montrons la reciproque. 
On remarque que, si A £ X*, (A|-) — /*(A) est la plus grande fonction affine (y compris 
les deux fonctions affines ±00) dirigee par A et inferieure a /. II s'agit done de voir que 
/ est la borne superieure de I'ensemble des fonctions affines continue plus petites que / 
(y compris les deux fonctions affines ±00). Si / = ±00, le resultat est immediat. Sinon, 
/ est une fonction convexe propre. Definissons I'epigraphe de / par epi{f) — {{x,t) £ 
X X M; /(x) ^ t}. Le fait que / soit convexe et cr{X,X*)-&.c.\. assure que epi{f) est 
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convexe et ferme relativement a t. Soit {x,t) £ X x R \ epi{f). Le theoreme de Hahn- 
Banach dans I'espace localement convexe X x M donne I'existence d'un hyperplan ferme 
separant strictement {x,t) et epi{f). Si cet hyperplan n'est pas vertical, il correspond a 
une fonction affine plus petite que /. Sinon, I'hyperplan est de la forme x E ou est 
un hyperplan afhne ferme de X et f{x) = +00. Soit alors p une fonction afhne continue 
sur X telle que p{x) > et p{y) = pour tout y Q H. Comme / est une fonction convexe 
propre, il existe une fonction aSine continue et finie q inferieure a / : en effet, il existe 
X G X te\ que f{x) €] — cxo,+oo[ et un hyperplan ferme H separant {x,f{x) — 1) de 
; cet hyperplan H n'est pas vertical et correspond a une fonction affine continue 
et finie q inferieure a /. Ainsi, pour tout a > 0, q + ap est toujours une fonction affine 
continue inferieure a /. II sufht alors de choisir a tel que q(x) + ap{x) > t. □ 

On en deduit enfin : 

Theoreme 6.6.2. Soit (X, Co,-^, t) un e.v.l.c.m., fi une prohahilite sur T portee par un 
convexe D, et {fin)n^i lo- suite de Cramer associee. On suppose que fi est convexe-tendue 
sur D. Alors Ventropie est I'opposee de la fonction convexe- conjuguee de la pression, i.e. 

Vx e X s{x) = mi^ {p{X) - {X\x)) 

Demonstration : Avec les notations de la proposition 16.6.11 le theoreme 16.5.11 s'ecrit 
p ^ (— s)*. Comme —s est convexe et s.c.i. (cf. la proposition 16.3. l| l. done (t{X, X*)-s.c.i., 
la proposition 16.6.11 donne 

p* = (-s)** = -s □ 

Passons enfin a I'egalite s = —p*, vraie en toute generalite dans un e.v.l.c.m., sans sup- 
poser p convexe-tendue. 

Theoreme 6.6.3. Pour toute prohahilite fi sur un e.v.l.c.m., Ventropie de la suite de 
Cramer associee est I'opposee de la fonction convexe- conjuguee de la pression, i.e. 

Vx e X s{x) ^ ^mf ^ (p(A) - {X\x)) 

Demonstration : Elle repose sur le resultat suivant dont on pent trouver la demonstra- 
tion dans [Petll . 

Theoreme 6.6.4 (Dawson-Gartner lineaire). Soient X = {Ni, fi, fij)i^i j^^j2 un systeme 
projectif d'espaces vectoriels normes separahles et {X,Cq,J-,t) I'e.v.l.c.m. associe. Soient 
jjL une prohahilite sur X et la suite de Cramer associee a p. Notant s (resp. Si, 

p, Pi) Ventropie de {pn)n'^i (resp. Ventropie de {Hn° fr^)n^i, la pression de (/Lt„)n^i, la 
pression de {/in °/i~^)n^ij; on a : 

s = inf {si o /j) et - p* = inf (-_p* o f^) 
En particulier, si, pour tout i G J , s^ ~ — p* , alors s ~ —p* . 

II suffit done de montrer le resultat pour une probabilite p sur un espace vectoriel norme 
separable N muni de sa tribu borelienne B{N). Pour ce faire, les theoremes de Banach- 
Mazur et de Mazur-Ulam (cf. |Ban321 chapitre XI]) montrent qu'on pent voir N comme 
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uii sous-espace (non necessairement ferme) de C = C([0,1];K). Si B designe la tribu 
borelienne de C, on a : 

B{N)=B\n -.^{AdN; AeB} 

En effet, I'mclusion ^ C est continue, done mesurable, done B{N) D B\n- L'autre 
inclusion est vient du fait que B{N) est la tribu engendree par les ouvert de N, autrement 
dit les ensembles de la forme U CiN avec U ouvert de C et que B\n contient ces ensembles. 
On definit alors une mesure fl sur B par 

\/AeB fi{A) = n{AnN) 

qui est une probabilite (portee par N ; cf. Suites de Cramer et probabilites portees par 
une partie). Or. comnie C est un espace de Banach separable, /i est convexe-tendue sur 
C. Pour eviter toute ambigui'te, notons I'entropie de la suite de Cramer associee a fj, 
et, de fagon analogue, p^, et p^. Le theoreme precedent montre que — — p^. Reste 
a appliquer le theoreme de Dawson-Gartner lineaire pour le systeme projectif reduit a 
I'inclusion N ^ C pour en deduire = — p* . □ 

6.7 Borne superieure pour les convexes 

Dans toute cette section, on suppose que fi est convexe-tendue sur D. On commence par 
enoncer une generalisation du lemme [5.5.11 On etend I'addition a [—00, +00] via 

— 00 + ( + 00) = +CXD 

On rappelle que f : X ^ [^00, +00] est concave sur D si 

Wix,y)eD^ Vae[0,l] fiax+{l~a)y)^af{x) + {l-a)fiy) 
et qu'on note 

dom(/) ^{xeX; f{x) G M} 

Si / est concave sur D, dom(/) est convexe sur D (on rappelle que, si / prend la valeur 
+00, alors / = +00, done dom(/) = 0; cf. remarques precedant la proposition 16.6. T] en 
les adaptant aux fonctions concaves). 

Theoreme 6.7.1 (Varadhan convexe). Pour toute fonction f : X ^ [— oo,-|-cxd] mesu- 
rable et concave sur D, 

Vn ^ 1 - logEf e"^^^")') ^ sup[/* + s] 
n V / X 

Si, de plus, dom(/) est un convexe ouvert et f est semi-continue superieurement sur 
dom(/) n D, alors 

Vn > 1 - logEfe"-^^-^")') sup[/ + s] 
n V / X 

Demonstration : Soient f : X ^ [—00, +cxo] mesurable et concave sur D, et N ^ 1. Soit 
{Km)m^i une suite de parties mesurables de X , convexes sur D et relativement compacts 
sur D telle que ^N(Km) — >■ 1- Pour tout m ^ 1, le lemme [B . 2 .31 applique a / — Sk^ donne 

llogE(e^/(^")l^^,^J < limsupilogE(e"/(^'^)l^^,^J 
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Puis, le lemme de Varadhan compact 16.4.21 donne 

limsup - logE(e"/(^"'l5j^g^^) sC sup (/* + s) 

D'ou 



llogE(e^/(^")l^„,,,J<sup(r + .s) 



En faisant tendre m vers c», le lemme IB . 5 . 21 donne 



^logE(e^/(^")) <sup(r + .) 



Si C = dom(/) est un convexe ouvert, on afRne la borne superieure en choisissant K^, de 
sorte que Km C C et que fj,{Km) — > mCC*) (cf. I4.2.ip . Dans ce cas, si / est semi-continue 
superieurement sur C r\ D, alors f* = f sur Km H D. On conclut comme precedemment 
avec le lemme [6.5.21 □ 

Corollaire 6.7.2. Soit f : X [—oo, +oo] une fonction mesurable et concave sur D. Si 
dom(/) est un convexe ouvert et si f est continue sur dom(/) H D, alors 



lim ilogEfe"^(^")Wsup(/ + s) 



Remarque : Si / est concave et s.c.i. sur dom(/), alors dom(/) est un convexe ouvert. 

Demonstration : Si / = +oo, le resultat est immediat. Sinon, comme / est concave, / 
ne prend pas la valeur +oo. II sufHt alors de combiner les lemmes de Varadhan ouvert 
I6.1.1l et convexe l6.7.1l □ 

Corollaire 6.7.3 (Borne superieure pour les convexes). Pour tout C ^ T convexe sur 
D, 

Vn ^ 1 — log iMn{C) < sup s 



n c 



Si, de plus, C est un convexe ouvert. 



lim — log /i„(C) — sups 

n— )-oo ri (J 

Remarque : La premiere inegalite est I'objet de |BZ79[ lemma 2.6.], mentionne sans 
demonstration. La version affinee est appelee « inegalite de Bernstein » dans [Bar 781 
theoreme 2]. 

Demonstration : II sufHt d'appliquer le lemme de Varadhan convexe l6.7.1l et son corol- 
laire a la fonction mesurable / — —6c '■— ~oolx\c qui est concave sur D. □ 

6.8 Domaine de s 

Dans toute cette section, /x est une probabilite sur X portee par un convexe D. On definit 
le support de par 

supp(/i) = {x e X ; VC e niC) > 0} 
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Cette definition est coherente avec la definition habituelle, car Cx est une base de voisinages 
de X. On note cosupp(^) I'enveloppe convexe fermee de supp(/i), i.e. I'intersection de tous 
les ensembles convexes fermes contenant supp(/i). On rappelle enfin que, pour / : X — >■ 
[—00, +00], le domaine de / est defini par 

dom(/) ^{xeX; f{x) G M} 

Si / est une fonction concave, alors doin(/) est convexe (on rappelle que, si / prend la 
valeur +cxi, alors / = +00, done doin(/) = ; c/. remarques precedant la proposition 
16.6.11 en les adaptant aux fonctions concaves) . 

Proposition 6.8.1. On a les inclusions : 

doni(s) C et cosupp(/i) C D 

Demonstration : Soit x <^ X\D.l\ existe C G tel que C fl f = 0. Pour tout n ^ 1, 
comme /i„ est portee par £), ^n{C) = 0. Done s{x) — ei x ^ supp(/i). Comme D est 
convexe, on en deduit aussi que cosupp(/i) C -D. □ 

Remarque : On pent affiner le resultat precedent ainsi : on note A{D) I'ensemble des 
points X ^ X tels que, pour tout demi-espace ferme mesurable H contenant a;, ijl{H) > 0. 
Alors, 

dom(s) C A{D) C U 
La preuve est analogue a celle de (CerOTi p. 88]. 
On suppose desormais que /i est convexe-tendue sur D. 
Theoreme 6.8.2. On a I'egalite 

dom(s) = cosupp(/x) 

Ce theoreme complete les resultats de |BZ79| et de |Cer07| . Sa demonstration repose sur 
le lemme suivant : 

Lemme 6.8.3. Soient {X^t) un espace vectoriel localement convexe separe, T une tribu 
sur X stable par translation et dilatation de rapport non nul, D une partie convexe de X 
et fi une mesure de probabilite sur X portee par D. Si /i est convexe-tendue sur D, alors, 
pour tout C convexe ouvert mesurable de X , 

C n supp(^) 7^ <^ /i(C) > 

Demonstration : L 'implication directe decoule de la definition du support de fi (la 
convexe-tension n'est pas requise ici). Pour ce qui est de la reciproque, supposons C n 
supp(/i) = 0. Comme /i est convexe-reguliere sur Z?, il existe une suite {Km)m^i de 
parties mesurables de X, convexes sur D et relativement compactes sur D telle que 
Kjn C C et fi{Kjn) Comme Km Ci D C X \ supp(^), pour tout x G n D, 

il existe C{x) G Cx tel que fi{C{x)) = 0. Apres extraction d'un sous-recouvrement fini 
{C{xi) ; i G {1, . . . ,r}} de Km H D, on obtient 

r 

fi{Km) =P{Xi e Km) ^P{Xi eC{xi)\J---UC{Xr)) ^^^^(^(xO) =0 

1=1 
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d'ou n{C) =0. □ 

Remarque : Si C = cosupp((U) est mesurable et d'interieiy non vide, un raisonnemegt 

analogue montrc que /x(C) = 1. En effet, supposant que G C et notant Cm = (l+l/m)C, 

on a K„, n {X \ Cm) CX\Cet fi{Km n {X \ Cm)) ^ 1- 

Demonstration du theoreme : Etant donne que dom(s) est convexe, il suffit de montrer 

les deux inclusions : 

supp(/i) C dom(s) 

et 

dom(s) C cosupp(/i) 



• Soit X G X \ doni(s). II existe C € Cx tel que C fl dom(s) = 0. La borne superieure 
amelioree pour les convexes ouverts mesurables donne 

log 12(C) ^ sup s = —00 
c 

Done /x(C) = et le lemme permet d'obtenir Cnsupp(/i) = 0. D'ou la premiere inclusion. 

• Soicnt X e dom(s) et C € Cq. Montrons que (x + 2C) fl cosupp(/x) 7^ 0. II existe n ^ 1 
tel quo ^n{x + C) > 0. Notons alors 

C= i^{xi,...,Xn) eX"; ^{Xi + --- + Xn) € X + C^ 

L'ensemble C est un ouvert de X". Soit Q une partie denombrable de X dense pour la 
topologie localement convexe r(C) engendree par {tC ; t G M*}. Alors, n C est dense 
dans C pour la topologie r(C)" et 

n 

(Mi,...,-!i„)eQ"nC»=i 

Etant donne que I'union ci-dessus est denombrable et que iJ,'^"(C) = /i„(a; + C) > 0, 
il existe {ui, . . . ,Un) G C tel que, pour tout i G {1, . . . ,n}, + C) > 0. Le lemme 
precedent assure I'existence, pour tout i G {1, . . . ,n}, de yi G (u, + C) fl supp(/i). D'ou 

2/ = -(2/1 + • • • + 2/n) e - ((mi +C) + --- + {Un + Cn)) C X + 2C 

n n 

Comme de plus y G cosupp(/u), on obtient le resultat voulu. □ 
Remarque : Notons /i„ la loi de X„ et introduisons l'ensemble : 

5 = [J supp(/i„) 

On montre que 

S = dom(s) = cosupp(/(i) 
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• Pour voir que S C dom(s), il sufEt de rafRner le premier point de la preuve ci-dessus : 

pour X E X \ dom(s), il existe C € Cx tel que C fl dom(s) = 0. Soit n ^ 1. La borne 
superieure amelioree pour les convexes ouverts mesurables donne 

— log/Lt„(C) < sups = —DO 

n c 

Done /i„(C) = et le lemme permet d'obtenir C fl supp(/i„) = 0. 

• Montrons que cosupp(/z) C S. Soit x G cosupp(yu) et C € Co- En vertu du lemme, pour 
montrer que x G S, il suffit de montrer qu'il existe n > 1 tel que + C) > 0. Soient 
{xi,. . ., Xr) € supp(/i)'" et (ai, . . . , a^-) G [0, 1]'" tels que 

r r 

ai = 1 et ttiXi = X 

Par continuite des applications d'espace vectoriel, il existe (f/i, . . . , Ur) tel que, pour tout 
i e {1, . . . , r}, Ui soit un voisinage de ai pour la topologie induite sur [0, 1] et tel que 

r 

^ UiXi Cx + C 

Soit maintenant, pour tout i G {1, . . . , r}, un rationnel ri € Ui. Prenant un denominateur 
commun n, on ecrit ri = ki/n et on definit 

X = —Xi G x + C 
^ n 
1=1 

II existe alors e > tel que a; + eC C a; + C et on a : 

r 

IJ,n{x + C)^l^„{x + sC)^Y[lJ.{xi+eC)>0 □ 
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7 Complements 



7.1 Regularite de p 

La fonction p est convexe (consequence de I'inegalite de Jensen) et, dans le cas ou /i est 
convexe-tendue, p est s.c.i. (cf. |Cer07[ Lemme 12.1.]). On notera que ces proprietes ne 
nous servent pas au cours de la demonstration. 

7.2 Un exemple ou p ^ (—s)* 

On se place sur X = £°° — L°°{N;M.). On niunit X de la topologie r associee a la 
norme || • \\ao- Munissons X d'une tribu. On note V* Tensemble des parties de N dont le 
complementaire est infini, et on definit 

S = {ipeX-PeV*} 

Puis 

TT : a e [0, 1] I — > (aA;)feeN G S 

on aoai ■ ■ ■ est I'ecriture binaire de a. Cette ecriture est unique si Ton suppose la suite non 
cofinale a 1, et c'est le cas vu la definition de S. L'application tt est done une bijection. 
On verifie que 

T ^ \^Ac X;\/x e X TT-'^{{A + x)nS) e B{R)'j 

est une tribu, invariante par translation et dilatation de rapport non nul, et contenant les 
boules ouvertes. De plus, 

{{x,y) eX^; x + y e B{0,1)} = f] {{x,y) e X^ ; \xk + yk\ < l} & T ® 

fceN 

Done, pour toute boule ouverte B de X, 

{ix,y) e X'^ ; X + y e B} e T 7^ 

On munit X de la tribu J-. On definit maintenant, sur une mesure par 

VA e J- pi{A)= Leb oTT^^AnS) 

et on note (/i„)ri 1 la suite de Cramer associee a /i. Bien que I'addition vectorielle ne 
soit pas mesurable a priori, les considerations precedentes permettent de definir I'entropie 
s associee par 

Vx G X s{x) = inf lim inf — log /i„ (B{x, r)) 

r>0 n— )-cx) n 

Montrons que s = —oo. Calculous s(0), les autres valeurs se calculant de la meme maniere. 
Pour cela, montrons que, pour tout n ^ 1, 

/i„(S(0,l)) =0 

Pour n = 1, la definition de tt donne : 

^i{xeX■, \xo\ < l,...Axk\ < 1} =Leb[0,2-('=+i)[=2-(^+i) 
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done 

/i(i3(0, 1)) = 

Pour n = 2. on remarque que 

{{x,v) e ; \xo+yo\ < 2}n(5x5) - |(lp, Ig) ; (P, Q) £ T'* et | g^^^jj \\o} 
d'ou 

3 

fi2{{x,y) e |a;o + zjo| < 2} = ^ 

puis 

At2{(a;,2/) G ; |xo +j/o| < 2, . . . , jx^ + y^l < 2} = f - 
et 

Le meme raisonnement montre que, pour tout n ^ I, 

Ai„(B(0,l)) =0 
D'ou s(0) = —00, puis s = —00. Ainsi, 

(-s)*(A) = sup ((A|x) + s{x)) = -oo 

Or p{0) = 0, done 

Toutefois, on ne pent pas prendre les transformees de Fenehel-Legendre ear p n'est pas 
definie sur tout X*, a priori 

7.3 Autour de cosupp(//) 

Soit {X,Co,J-,t) un e.v.l.c.m., /x une mesure de probabilite sur X, et (/i„)„^i la suite de 
Cramer assoeiee. Notons 

5" = (J supp(^„) 
Pour toute partie A de X, on definit 

convQ{A) ~ < X £ X ; 3r ^ 1 3{xi, . . . , Xr) & x — —{xi + ■ ■ ■ + Xr 



On note aussi conv(A) I'enveloppe convexe de A et eo(A) = eonv(A) I'enveloppe eonvexe 
fermee de A. On montre que eonvQ(A) = eo(A). II est faeile de voir que 

convQ(supp(/x)) C S 



^On remarquera que card(X*) = 2*^i et que la tribu engendree par les boules ouvertes de X est de 
cardinal On doit pouvoir montrer que la tribu est aussi de cardinal 
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II n'y a pas d'autre inclusion, en general, entre les ensembles convQ(supp(/i)), conv(supp(/i)) 
et 5, comme le montrent les exemples suivants : 

• Sur X = K muni de sa topologie usuelle et de la tribu borelienne, soit ^ = {5q + 5i) /2. 
Alors 

S* = Q n [0, 1] = convQ(supp(/z)) 
de sorte que conv(supp(/i)) = [0, 1] ^ S. 

• Voici mi exemple de probabilite ^ pour laquelle S ^ conv(supp(/^)). On se place sur 
X = muni de sa topologie usuelle t et de la tribu borelienne T. On definit 

et on considere /i la mesure image par / de la loi 7V(0, 1). Alors, conv(supp(/i)) est le 
demi-espace superieur ouvert {(x, y) G ; y > 0} et supp(/i2) contient I'axe des abscisses 
{(x,y) GR2; y = 0}. 

• On notera que, dans M, I'enveloppe convexe d'un ferme est fermee (ce qui n'est plus 
vrai des la dimension 2 — cf. I'exemple precedent), de sorte que, dans R, 

convQ(supp(/x)) C S* C conv(supp(^)) 

Voici un exemple de probabilite /i sur R telle que S ^ convQ(supp(/i)). II suffit de prendre 
une mesure ^ de support Z (par exemple, /x({0}) = 1/2 et, pour tout n ^ 1, /i({ri}) = 
^^{{~n}) = l/2-("+2)). Alors 5 = R et convQ(supp(/^)) = Q. 

7.4 Pour approfondir la notion de convexe interne 

Les outils utilise s'inspirent principalement de |Bou81 ]. On trouvera aussi une autre pre- 
sentation dans |RR64| . Soient C un convexe de X et x £ C. On dit que x est un point 
interne de C si la jauge Mc-x est finie partout, autrement dit si 

IJ x + t{C-x) 

ie[0,+oo[ 

Un convexe C de X contenant est interne si et seulement si tout point de C est interne. 
On verifie que, si est un point interne de C, alors 

{xeX; Mc{x) < 1} 

est I'ensemble des points internes de C. On dit qu'un convexe C de X est absorbant si 
est un point interne de C. Plus generalement que celle de convexe interne, la notion de 
convexe absorbant est fondamentale des que Ton parle de topologie localement convexe : 
en effet, si Cq est une famille de convexes absorbants de X, stable par intersection finie 
et par dilatation de rapport non nul, alors Cq est un systeme fondamental de voisinages 
de pour une topologie localement convexe r sur X (cf. |Bou81| 11.25]). Si de plus les 
convexes de Co sont internes, alors Co est un systeme fondamental de voisinages de a 
la fois convexes et ouverts ; et c'est cette propriete supplementaire qui nous sert dans ce 
chapitre (car nous avons la limite pour les convexes ouverts mesurables). Notons encore 
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que I'ensemble des coiivexes internes est I'ensemble des convexes qui sont des voisinages 
ouverts de pour une certaine topologie localement convexe sur X. Ou plutot : un convexe 
C est interne si et seulement si il existe une topologie localement convexe pour laquelle 
C est un voisinage ouvert de 0. 

Remarque : Soit C un convexe contenant 0. Si la topologie engendree par les translates 
et dilates de rapports non nuls de C est separable, alors C est absorbant. 

Terminons cette section par les liens algebriques entre convexes internes et convexes ab- 
sorbants. Si C est un convexe de X contenant 0, on pent inontrer que Tensemble des 
points internes de C est ou bien 0, ou bien un convexe interne. Un convexe est done 
absorbant si et seulement si il contient un convexe interne. Dans I'autre sens, si C est un 
convexe de X, C est interne si et seulement si C est absorbant et, pour tout x € C, 

C= IJ x + t{C-x) 
te]o,i[ 

On a vu qu'un ouvert convexe contenant est interne. Plus generalement, pour tout 
convexe C de X, I'interieur pour t de C est ou bien 0, ou bien I'ensemble des points 
internes de C. 



7.5 Limite pour les convexes 

Solent {X,Cq,J-,t) un e.v.l.c.m., /i une probabilite sur J- et (/in)„^i la suite de Cramer 
associee a /i. On s'interesse a la question : pour quels ensembles A la suite de terme 
general 

-log fIn{A) 

n 

est-elle convergente ? La proposition 16.2 . 4| montre que, de iaqon generale, la suite converge 
des que A est le translate d'un convexe interne. Sans cette hypothese, la suite pent ne 
pas converger, meme pour un convexe : il sufSt de considerer, sur R, /i = {S-i + di)/2 et 
A = {0}, de sorte que 

liminf — log/i„(j4) = — oo 
(valeurs des termes impairs de la suite) et 

lim sup — log /i„ {A) = 

De maniere generale (meme en dimension infinie), si C est un convexe mesurable, la 
demonstration du lemme sous-additif montre qu'il existe fcp G N* U {oo} tel que 

lim sup — log ^„ (C) = lim — log /i„ (C) g] — oo, 0] 

et 

Vn ^ fccN - log^„(C) = 
n 

Si kc = 1, la suite converge dans ] — oo, 0] et, si kc — oo, la suite est constamment egale 
a — oo. Notons cosupp(/i) I'enveloppe convexe fermee du support de ^, defini par 

supp(Ai) = {.T G X ; VC G Ai(C) > 0} 
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■logP(X„ eC) 



On peut adapter la demonstration de 16.2.41 pour montrer que la suite de terme general 

1 

n 

converge vers son supremum plus generalement : 

• si C est un convexe mesurable dont I'ensemble des points internes rencontre cosupp(/i) ; 

• ou si C e ne rencontre pas cosupp(/i) (auquel cas le supremum vaut — oo). 
On en deduit le resultat suivant : 

Proposition 7.5.1. Soient (X, Cq,^, t) un e.v.l.c.m., fj, une prohahilite sur T et {fJ.n)n^i 
la suite de Cramer associee d /z. Si IJ, ne charge pas les hyperplans affines de X , alors, 
pour tout convexe C <^ T admettant un point interne, la suite de terme general 

- log pi„(C) 
n 

converge dans [— oo,0] vers son supremum. 

Remarque : Le theoreme de Fubini permet de voir que, si fj, ne charge par les hyperplans, 
il en est de meme de pour tout n ^ 1. 

Remarque : Si le sous-espace affine afF(C) engendre par C est un sous-espace affine strict 
de X, comme, pour tout rt ^ 1, fi„ ne charge pas les hyperplans, la limite existe pour 
C, et vaut —oo. Le cas interessant est done seulement celui ou aff(C) = X. Or, dans ce 
cas, il n'est pas automatique que C admette un point interne. C'est le cas si X est de 
dimension finie, mais, par exemple, dans X = i'^ — L^(N;R), 

nUn ^ 1 

riGN 

est un compact convexe (comme enveloppe convexe fermee du compact {0} U {ek/k ; k ^ 
1}, ou e/c(n) = Sn,k, dans I'espace complet separable dont le sous-espace afhne engendre 
est X et qui n'admet pas de point interne. En effet, si u ^ K etait un point interne, soit 
{'nk)k^i une suite d'entiers strictement croissante telle que, pour tout k ^ 1, 



En particulier, 

Definissons, pour tout n G N, 



— ^ si n — Uk 







Alors w € mais il n'existe pas v € K et t ^ tels que w = u + t(v — u). En effet, il 
faut certainement t ^ 1 et on a : 

+ t{Vn^ - U„J ^ (1 - t)Un, > > -- 
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pour k assez grand. 

Demonstration : Soit C G convexe. Pour simplifier les notations, supposons que est 

un point interne de C. Dans cc cas, I'ensemblc des points internes de C est {Mc < 1}. 
En vertu de la remarque precedente, il reste done a traiter le cas oil 

C n cosupp(/x) 7^ et {Mc < 1} n cosupp(/x) = 

Dans ce cas, Cncosupp(/i) est un convexe inclus dans {Mc = 1} : il est done inclus dans 
un hyperplan affine H. En effet, ^ aff({Mc = 1}), sinon il existerait x,y £ {Mc = 1} 
tels que 

= X + t{y — x) 

et on en deduirait que 

Mc{y) ^ 1 - i < 1 

Comme, pour tout n ^ 1, /i„ (_ff) = (notons que les hypcrplans sont mcsurables, car X 
est un e.v.l.c.m.), on en deduit que s(C') = — oo et on a la limite souhaitee. □ 

En dimension finie, on pent afRner le resultat. On se donne desormais un entier positif d 
et on se place dans X = R**, muni de la topologie standard et de la tribu borelienne. On 
se donne une probabilite n sur X et on note {iJ,n)n^i la suite de Cramer associee. 

Proposition 7.5.2. Soient /i une mesure de probabilite sur un espace de dimension finie 
(At„)„^i la suite de Cramer associee. Si, pour tout couple d'hyperplans paralleles et 
distincts {F,G), 

fi{FMG) = 
alors, pour tout convexe m,esurable C, la suite 

- log IJLn{C) 

n 

converge dans [— cx),0] vers son supremum. 

Remarque : Meme en dimension finie, un convexe n'est pas automatiquement borelien 
(pour pen que sa frontiere ne le soit pas) . En revanche, comme sa frontiere est un ensemble 
negligeable pour la mesure de Lebesgue, tout convexe est un lebesguien. Comme nous 
considerons ici la tribu borelienne, nous precisons que C est mesurable. 

Demonstration : On montre le resultat plus generalement pour une mesure fi de masse 
inferieure a 1. La demonstration se fait par recurrence sur la dimension d de I'espace 
afiine ambiant. Le resultat est immediat pour d = 0. Supposons le resultat vrai pour tout 
entier strictement inferieur a d et soit une mesure finie sur R'' verifiant la condition de 
I'enonce. Soit C un convexe mesurable de M"^. Remarquons que, pour tout n ^ 1, comme 
/x„ est reguliere, 

Hn{C) = IJ.n{Cn COSUpp(/u)) 

On distingue trois cas. 

• Si C n cosupp(/u) = 0, alors 

lim — logu„(C) = — 00 

n— >oo n 
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• Si C n cosupp(/u) 7^ 0, le lemme sous-additif pour les convexes internes montre que 

lim -log/i„(C)= sup -log/i„(C) e K 

n->cx> n n^oo n 

On notera que, etant de masse inferieure a 1, la suite u{n) = — log/i„(C) est bien 
positive. 

o 

• Reste le cas ou C fl cosupp(/i) 7^ et C fl cosupp(/i) = 0. Dans ce cas, 



C n cosupp(/u) = C n cosupp(/u) = 

Ainsi, C = C f] cosupp(/i), convexe non vide d'interieur vide, engendre un sous-espace 
affine strict X de X. Notons pL = et {fin)n^i la suite de Cramer associee. La condition 
sur jj, assure que, pour tout n ^ 1, 

/i„(X) = jln{X) 

(le reste de /i„ « ne voit pas » X, qui est contenu dans un hyperplan). De plus, /i verifie 
Phypothese de I'enonce. On conclut en appliquant I'hypothese de recurrence a. X, jl et 
C. □ 

La reciproque n'est pas vraie : dans M, il suffit de considerer 

00 

n=l 

Dans ce cas, pour tout a G Q fl [1, +00 [, k^a} = 1 et, pour tout a G R \ (Q n [1, +oo[), 
^{0} = oo- Le cas des convexes / d'interieur non vide se traite en distinguant les cas 
7 C] - 00, 0[ (fcj = 00) et 7 n [0, +oo[^ {kj = 1). 
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8 Supplements techniques 



8.1 De I'utilite des hypotheses 

La structure d'espace vectoriel localement convexe est naturelle en theorie de Cramer. 
Ce qui fait fonctionner la sous-additivite, c'est la structure de systeme fondamental de 
voisinages convexes (non necessairement absorbants, a priori). La topologie d'espace vec- 
toriel localement convexe (done les ouverts convexes absorbants) est imposee d'abord car 
on a, a priori^ la limite uniquement pour C translate de convexe interne. D 'autre part, 
la remarque de la page [32] montre que la separabilite impose aux convexes d'etre absor- 
bants. La question de I'utilite de la separabilite pour la mesurabilite est une question plus 
delicate que nous n'avons pas plus aborde que la remarque faite en introduction. 

8.2 Quelques extensions du cadre 

Solent X un espace vectoriel, F une tribu sur X stable par translation et dilatation de 
rapport non nul, et rendant continue I'addition 

{x,y) e {X y. X,T ® T) i — > x + y e {X, J") 

Remarquons que, comme nous I'avons fait dans le premier complement, il pourrait meme 
sufRre que, pour certains ensembles A £ J- (par exemple des convexes), 

{{x,y) e X -x. X ; x + y e A) 

Designons par Co(J^) I'ensemble de tous les convexes internes mesurables de X contenant 
(si (X, Co, -7^, ■'■) est un e.v.l.c.m., Co C Co(J^), mais il n'y a pas egalite en general). 
Soit Co un sous-ensemble de Cq{F) et r la topologie d'espace vectoriel localement convexe 
engendree par Co. Alors, pour toute probabilite /i sur la suite de Cramer associee 
(Mn)n^i verifie un PCD faible relativement a t. Autrement dit, il y a plus de topologies 
que celles que nous avons considerees relativement auxquelles on peut enoncer un PCD 
faible. Si de plus /i est convexe-tendue, alors, pour toute forme lineaire A G X* mesurable, 
on a 

p{X) — sup ((A|a;) + s{x)) 

8.3 Questions de separation 

Nous avons suppose I'espace topologique {X, r) separe pour utiliser la notion habituelle 
de compacite. Toutefois nous avons seulement recours a I'axiome de Borel-Lebesgue ve- 
rifie par les compacts, et non a la separation (cf. lemme r6.4.2|) . On dit qu'une partie 
Q de X est quasi- compacte si de tout recouvrement ouvert de Q on peut extraire un 
sous-recouvrement fini. On dit qu'une partie de X est relativement quasi- compacte si 
elle contenue dans une partie quasi-compacte de X. II est alors tres simple d'adapter 
I'ensemble du texte sans supposer I'espace {X, r) separe : il suffit de remplacer chaque 
occurrence du mot « compact » par « quasi-compact » (dans la borne superieure faible, 
dans la definition de la convexe-tension, etc.). Void ce que devient le lemme de Varadhan 
convexe. On montre en realite un resultat plus fort ; pour tout K ^ T relativement 
quasi-compact, 

limsup-log / e^^'-'^^diinix) ^ sup [/ -I- s] 
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ou Q{K) est I'intersection de tous les quasi-compacts coiitenant K (cet ensemble n'est pas 
necessairement quasi-compact lui-meme). Sachant que I'intersection d'un quasi-compact 
et d'un ferme est encore quasi-compact, on a Q{K) C K : d'ou le resultat et, si X n'est 
pas separe, la borne superieure obtenue pent etre bien meilleure. 

8.4 Tension et convexe-tension 

Solent Xi (resp. X2) un espace vectoriel reel, Fi (resp. T2) une tribu sur Xi (resp. X2), 
et Ti (resp. T2) une topologie separee sur Xi (resp. X2). On munit Xi x X2 de ® T2 
et de Ti X T2 et on se donne /i une probabilite sur X\ x X2. Si la marginale /zi (resp. 
/i2) est convexe-tendue sur Di (resp. D2), alors /i est convexe-tendue sur D\ x D2. En 
effet, si {Km,i)m^i (resp. (i^m,2)m>i) est une suite de parties mesurables de Xi (resp. 
X2), convexes sur Di (resp. D2) et relativement compacts sur Di (resp. D2) telle que 
Hi{K„i.i) 1 (resp. /i2(-?^m,2) — > 1), alors, pour tout m ^ 1, -fCm,i x K„i,2 est mesurable, 
convexe sur Di x 1)2 et relativement compact sur Di x D2, et on a : 

^l{Xl X \ X K^^2) ^ Ml(^l \ K^,i) + ^2(^2 \ i^m,2) ^ 

Remarque : Solent {X, f) un e.v.l.c. quasi-complet et r une topologie d'e.v.l.c. compa- 
tible avec la dualite entre X et X* (en fait, t est aussi quasi-complete ; cf. |Bou81[ IV. 5]) ; 
on suppose que J" est la tribu borelienne de t. Alors, sur (X, J", r), la convexe-tension 
equivaut a la tension : on dit qu'une probabilite fi est tendue s'il existe une suite {Km)m^i 
de compacts telle que 

lim ^i{Km) = 1 

Le resultat est consequence du theoreme de Krein (cf. [Bou81|, IV. 37, theoreme 3]). Le 
choix de J- borelienne evite le probleme de mesurabilite de I'enveloppe fermee convexe. 
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